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2.2  

• PROCESOS ESTOCASTICOS Y PROCESOS 
ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS.  

 

• FACTORIZACION DE LA FUNCION DE 
DISTRIBUCIÓN CONJUNTA DE T VARIABLES EN 
UN PROCESO ESTOCASTICO ESTACIONARIO. 
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LOS PROCESOS ESTOCÁSTICOS Y LAS SERIES TEMPORALES 

• Una serie temporal es una realización finita de un proceso 
estocástico {x(t)} 
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 Condicionalización según la 
recursividad temporal 

En variables observadas a lo largo del tiempo, parece natural suponer que el futuro no influye en el 
pasado, con lo que utilizando la anotación 

   𝑋𝑡
𝑗
= 𝑋𝑗

´, 𝑋𝑗+1
´ , … , 𝑋𝑡

´  ´  , 𝑡 > 𝑗 ≥ 1                               (II.5) 

 

𝑋𝑇
𝑗
 recoge todos los datos de la muestra, y 

𝑋𝑡−ℎ
+

𝑋0
𝑋𝑡−ℎ
1                                                                      (II.6) 

 
es una submuestra que incluye las condiciones iniciales 𝑋0, con lo que se puede escribir 
 

𝐷𝑥 𝑋𝑇
1/𝑋0; 𝜃

𝑡 = 𝐷 𝑋𝑡/𝑋𝑇−1
1 , 𝑋0; 𝜆𝑇  .  𝐷 𝑋𝑇−1

1 /𝑋0; 𝛿
𝑡           (II.7) 

 
 y repitiendo este proceso de factorización respecto a 𝑋𝑇−1

1 , 𝑋𝑇−2
1 , … , 𝑋𝑡 se obtiene 

 

𝐷𝑥 𝑋𝑇
1/𝑋0; 𝜃

𝑡 =  𝑇𝑡=1 𝐷 𝑋𝑡/𝑋𝑇−1
+ ; 𝜆𝑇                                      (II.8) 

 

En (II.8) el vector 𝜆´= (𝜆1
´ , …, 𝜆𝑇

´ )´= f(𝜃 𝑡 ), es una función de 𝜃 𝑡 . 
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 Restricciones de homogeneidad 

En (II.8) las funciones de densidad condicional son heterogéneas en el 
tiempo y dado que hay una única observación de todas las variables, la 
reducción es imprescindible. Usualmente la restricción que se 
incorpora es que los parámetros 𝜆𝑡 no son dependientes del tiempo, 
es decir, 𝜆𝑡 = 𝜆. Con ello,  

𝐷𝑥 𝑋𝑇
1/𝑋0; 𝜃 =  𝑇𝑡=1 𝐷 𝑋𝑇/𝑋𝑇−1

+ ; 𝜆                               (II.9) 
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Obsérvese que la restricción recogida en (II.9) 
normalmente implicará que los coeficientes de 
las esperanzas matemáticas condicionales son 
constantes, pero abarca también la situación 
conocida en literatura como modelos con 
coeficientes que varían de forma estocástica, 
pues entonces en tales modelos existen unos 
“meta-parámetros” que son constantes, y se 
recogen en el vector 𝜆. 
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Con la restricción de homogeneidad la estructura 

de las funciones de densidad condicional es 

constante en el tiempo. 

La dependencia en esas funciones puede 

alargarse hasta el infinito y es necesaria una 

restricción de memoria 
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Restricciones en la dependencia de 
los datos (memoria) 

• En la ecuación anterior λ debe tener 
dimensión finita, dígase s.  

• Bien porque la memoria va hasta el retardo s 
(modelos AR). 

• Bien porque la memoria va hasta el infinito 
pero con una estructura de parámetros que 
converge a cero. Procesos ARMA. 
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Con la restricción de homogeneidad la estructura 

de las funciones de densidad condicional es 

constante en el tiempo. 

La dependencia en esas funciones puede 

alargarse hasta el infinito y es necesaria una 

restricción de memoria 

a(L) =  W tt  
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2.3 

• MODELOS DE RAICES UNITARIAS EN LA 
TENDENCIA Y LA ESTACIONALIDAD.  

 

• MODELOS I(d,ms), SUS 
PROPIEDADESTENDENCIALES Y LAS DE SUS 
CORRESPONDIENTES DIFERENCIACIONES. 
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LA SOLIDEZ DE LAS RAICES UNITARIAS EN 
LA PREDICCION  

• En el esquema 
           Xt = Media Segmentadat + Wt 

   si cambia la tendencia con la aparición de una 
nueva segmentación el modelo predice 
siempre mal. 

En el esquema 
              xt = xt-1 + wt 

   si cambia la tendencia en t el modelo predice mal en t 
pero posteriormente ya incorpora la tendencia.   
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 TENDENCIAS ALEATORIAS DE RAICES UNITARIAS: PROCESOS 
INTEGRADOS . 

  

, v   

*  X

t1-tt

ttt












 *

t

t
*

tj-t

j=0

*

ttt +=+=+=X






*

ttt +=X 

 (6.3.3a) 

 

 

 

 (6.3.3b)  

. X  X t 1-tt 
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Bajo el supuesto de que ηt admite una 
representación ARMA el modelo (6.3.5) se 
puede escribir como:  

           (6.3.10) 

es decir 

          (6.3.11) 

y definiendo  

                              (6.3.12) 

se tiene que 

                             (6.3.13) 

  ,a(L)  =  )X-X(L)( tq1-ttp 

,a(L)  =  XL)-(L)(1 tqtp 

L),-(L)(1=  (L)
p1+p


~

.a(L)=  X(L) tqt1+p 
~
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A partir de (6.3.13) se tiene que su formulación en términos de 
medias móviles es: 

        (6.3.14) 
 
es decir 
        (6.3.15) 
 
donde                                                        (6.3.16) 
 
 
Ahora 
             
    ≠ 0, j  ,  
 
y 
                                       (6.3.18) 

,a(L))L-(1  =  X t

-1

t  

,a(L)=  X tt 


.h

j

=0h

j
  =   

 j

.j ,c=(1)
j



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•LUNES 8 DE 
NOVIEMBRE 
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Con la restricción de homogeneidad la estructura 

de las funciones de densidad condicional es 

constante en el tiempo. 

La dependencia en esas funciones puede 

alargarse hasta el infinito y es necesaria una 

restricción de memoria 

a(L) =  W tt  
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a(L))L-(1  =  X t

-1

t  

• En la serie estacionaria: el polinomio estacionario Ψ∞(L) 
sobre at capta que una innovación tiene efectos 
(adicionales) posteriores al momento de su aparición 
inicial. 

• En la economía no financiera esto se debe a que existen 
costes de ajuste. 

• En la serie no estacionaria el efecto permanente de una 
innovación tarda en asimilarse. 

          
 

a(L) =  W tt  
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• Los datos transformados no tienen evolutividad. 

• Decimos que Xt es integrada de orden 1 porque si 

tomamos las primeras diferencias una vez, los datos 

resultantes son estacionarios. Xt se denomina I(1). La 

terminología I(d) indica que la tendencia es 

estocástica. 

LAS TENDENCIAS ESTOCÁSTICAS: 
SERIE I(1) 

 

 

• La serie Xt en (2) se caracteriza por el hecho de que 

tomando las primeras diferencias 

tttt WXXX  1
(3) 
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Tipo de Cambio Diario Yen-Dólar 
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 Figura 23.1 
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Variaciones Diarias en el Tipo de Cambio Yen-Dólar  
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 Figura 23.2 
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Procesos integrados.  
   
Procesos integrados de 

orden  
I (1, ms). 
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DIVERSIDAD DE TENDENCIAS 
 
 

Las tendencias se presentan en las 
diversas series económicas dependiendo 
de cómo se incorpora esa acumulación 
de conocimiento y cambios en los 
hábitos y organización social en la 
magnitud económica que cada serie 
representa. 

   antoni.espasa@uc3m.es 



Así, en sectores productivos que se van 
quedando estancados, por ejemplo la minería 
en la economía española, los incrementos en 
la incorporación tecnológica tienen media 
cero y la tendencia en dicha serie presenta 
oscilaciones locales de nivel pero no muestra 
crecimiento sistemático, se dice que es una 
serie integrada con media cero en sus 
incrementos: I (1,0). 
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Index of Mining and quarrying total in Spain

Source: EcoWin
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TENDENCIAS CON CRECIMIENTO 
SISTEMÁTICO 

 Si embargo, en la mayor parte de los casos los los 
efectos de los cambios tecnológicos tienen media 
distinta de cero y las series presentan crecimiento 
sistemático. 

 
 Si dicha media es constante a la serie se le denomina 

I(1,1). 
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Índice de Precios al Consumo (1989-2015) 

Fuente: INE 
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IVF Exportaciones (2005-2015) 
Fuente:INE 
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Quarterly US Real Gross Domestic Product (X9t)

2500

3000

3500

4000

4500

5000

5500

6000

6500

7000

7500

8000

8500

9000
1

9
6

4

1
9

6
6

1
9

6
8

1
9

7
0

1
9

7
2

1
9

7
4

1
9

7
6

1
9

7
8

1
9

8
0

1
9

8
2

1
9

8
4

1
9

8
6

1
9

8
8

1
9

9
0

1
9

9
2

1
9

9
4

1
9

9
6

1
9

9
8

Period: I-1964 / II-1999

Source: BEA

At constant 1996 prices. Non Seasonally adjusted.

Figure 2.12
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Quarterly variations US Gross Domestic Product  
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SERIES INTEGRADAS I(1) CON CRECIMIENTO 
SISTEMÁTICO 

• La Serie anterior de tipo de cambio I(1) solo muestra oscilaciones 
locales de nivel: Xt = Xt-1 + Wt.  

• Una serie integrada con crecimiento sistemático se puede 
integrar como: 

  Zt = Zt-1 + b + wt  (4) 
• Tomando las primeras diferencias 
  Zt = b + wt  (5) 
• Comparando: 

– Zt en (5) con 
– Xt en (3) 

vemos que la media de Xt es nula y que la media de Zt es b. 
Por lo tanto Xt solo tiene oscilaciones locales de nivel y Zt tiene 

crecimiento sistemático. 
Los dos son I(1), pero muy distintas.   
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SERIES INTEGRADAS I(1) CON 
CRECIMIENTO SISTEMÁTICO 

• LA VARIABLE  Z EN LA EQUACION (4) TIENE 
CRECIMIENTO DETERMINISTA Y  

• ESE COMPONENTE ES DE MAYOR 
IMPORTANCIA A LARGO PLAZO QUE EL 
COMPONENTE I(1). 
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LA TERMINOLOGÍA I(1,m) 

• Para incluir el hecho de que la media de Xt puede o 
no ser nula en las series I(1), usamos la terminología 
I(1,m) con m = 0 si la media de Xt es nula y  

    m = 1 si la media de Xt no es nula. 

• Así, Xt en (2) es I(1,0) y 

• Zt en (a) es I(1,1). 

• En I(1,m) 

 h = 1 + m 

 nos da el número de factores tendenciales: 1 ó 2.  
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SERIE  I(1,0) 

• LA SERIE DE TIPO DE CAMBIO 

 

 

    La serie diferenciada tiene media cero 
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Tipo de Cambio Diario Yen-Dólar 
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Fuente:  FRED (Federal Reserve Economic Data)  

 Figura 23.3 
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Variaciones Diarias en el Tipo de Cambio Yen-Dólar  
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SERIE I(1.1) 

• LA SERIE DE PIB 

 

 

• La serie diferenciada tiene media distinta de 
cero. 

• En consecuencia ,tiene crecimiento y éste es 
constante. 
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Quarterly US Real Gross Domestic Product (X9t)
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Quarterly variations US Gross Domestic Product  
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TENDENCIAS CON CRECIMIENTO 
NO CONSTANTE 

 En realidad los incrementos tecnológicos no tienen 
media constante. 

 
 Esta puede cambiar de tanto en tanto y tener en 

consecuencia una estructura segmentada. Una serie 
temporal con tales características se le denominará 
I(1,1s).  

    La serie histórica sobre el producto interior bruto de la economía 

española,elaborada por el Prof.Leandro Prados de la Escosura,es 
un buen ejemplo de ello. 
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LPIB 
TRD 2 

TRD 1 
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TENDENCIAS CON DOS RAICES UNITARIAS 

 En otros casos los cambios de media pueden ser más 
frecuentes y ellos mismos pueden seguir un 
esquema de raíz unitaria, que acumulada a la 
anterior genera tendencias con dos raíces unitarias y 
a las series con tales características se les denomina  

    I(2,0). 
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Indice de Precios de Consumo Mensual USA sin alimentos  

y energía 
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 La inflación tendencial en USA 
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Período: 1958.01- 2000.01 

Fuente:  BLS 

*  La inflación tendencial se ha definido como la tasa de crecimiento del índice de precios 

al consumo que se obtiene sin incluir los precios de los alimentos y la energía. 

Aquí usamos la tasa de crecimiento interanual para medir la inflación tendencial. 

Figura 23.7 
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MODELOS UNIVARIANTES ESTRUCTURALES PARA SERIES CON OSCILACIONES LOCALES 
DE NIVEL 

 

No sólo formulan una ecuación para la serie sino que también especifican ecuaciones 
para  sus componentes como tendencia y estacionalidad  

 

MODELO ESTRUCTURAL DE MEDIAS SEGMENTADAS 

    Forma reducida  

 

 

 

MODELO ESTRUCTURAL DE NIVEL LOCAL 
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MODELOS CON TENDENCIA ALEATORIA 
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MODELO DE TENDENCIA SUAVIZADA 
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LAS TENDENCIAS PLENAMENTE 
ESTOCÁSTICAS (6) 

• en     Xt = Xt-1 + b + wt 

– el factor de nivel Xt-1 es estocástico pero 

– el factor incremental b es determinista. 

• Un modelo con factor incremental estocástico es 

  Xt = Xt-1 + (Xt-1 - Xt-2) + wt   (6) 

• Tomando las primeras diferencias 

  Xt = Xt - Xt-1 = (Xt-1 - Xt-2) + wt,  (7) 

 de modo que en (7) Xt aún tiene evolutividad y de hecho es I(1,0). 

• Diferenciando de nuevo  

  2Xt = (Xt - Xt-1) - (Xt-1 - Xt-2) = wt,  (8) 

 wt es estacionario. 

• Así (6) 

  Xt ~ I(2,0)             Con (6) se incluyen dos coeficientes unitarios(raices)  

  Xt ~ I(1,0) 

  2Xt ~ I(0,0) 
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Indice de Precios de Consumo Mensual USA sin alimentos  

y energía 
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Fuente:  BLS 

Figura 23.6 
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INDICES DE PRECIOS E INFLACIÓN 

• LOS INDICES PRECIOS ,O MÁS PRECISAMENTE, SU 
TRANSFORMACIÓN LOGARITMICA ,SUELEN SER 
SERIES I(2,0). 

• EN CONSECUENCIA,LA INFLACIÓN –LAS PRIMERAS 
DIFERENCIAS DEL LOGARITMO DE LOS PRECIOS – 
SON SERIES I(1,0).I(1,0). 

•  LA INFLACIÓN TIENE EVOLUTIVIDAD DEL TIPO 
OSCILACIONES LOCALES DE NIVEL. 

• La transformación estacionaria SE OBTIENE 
APLICANDO DOS VECES PRIMERAS DIFERENCIAS A LA 
TRANSFORMACIÓN LOGARÍTMICA DE LOS PRECIOS. 
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Fuente:  BLS 

*  La inflación tendencial se ha definido como la tasa de crecimiento del índice de precios 

al consumo que se obtiene sin incluir los precios de los alimentos y la energía. 

Aquí usamos la tasa de crecimiento interanual para medir la inflación tendencial. 

Figura 23.7 
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Índice de Precios al Consumo (1989-2015) 

Fuente: INE 
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RESUMEN DE DIFERENTES ESTRUCTURAS 
TENDENCIALES CON RAÍZ UNITARIA 

• 1.- I(1,0): genera OLN. Ejemplo tipo de cambio. Sus primeras diferencias 
son I(0.0), oscilan alrededor de una media cero.. 

• 2.- I(1.1): genera crecimiento sistemático con una media de crecimiento 
constante. Ejemplo el PIB USA. Sus primeras diferencias son I(0.1), oscilan 
alrededor de una media distinta de cero. Lo más importante 
tendencialmente es el componente determinista. 

• 3.- I(1,1s): genera crecimiento sistemático con una media segmentada. 
Ejemplo PIB histórico español. Sus primeras diferencias son I(0,1s) oscilan 
alrededor de una media segmentada. 

• 4.- I(2,0): genera crecimiento sistemático con crecimiento no 
estacionario. Ejemplo el IPC. Sus primeras diferencias son I(1,0), tienen 
OLN. La transformación estacionaria se obtiene diferenciando dos veces. 
Esta serie estacionaria oscila alrededor de una media cero. 
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Tipo de Cambio Diario Yen-Dólar 
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Variaciones Diarias en el Tipo de Cambio Yen-Dólar  
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Quarterly US Real Gross Domestic Product (X9t)
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Quarterly variations US Gross Domestic Product  
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Series Anuales 

Producto Interior Bruto en España

(Miles de millones de pesetas)
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Indice de Precios de Consumo Mensual USA sin alimentos  

y energía 
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Fuente:  BLS 

Figura 23.6 
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 La inflación tendencial en USA 
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Período: 1958.01- 2000.01 

Fuente:  BLS 

*  La inflación tendencial se ha definido como la tasa de crecimiento del índice de precios 

al consumo que se obtiene sin incluir los precios de los alimentos y la energía. 

Aquí usamos la tasa de crecimiento interanual para medir la inflación tendencial. 

Figura 23.7 
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   Modelización 
estocástica de la 

  estacionalidad. 
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IVF Exportaciones (2005-2015) 
Fuente:INE 
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Series Mensuales 

Ingreso por Turismo en España

(Millones de euros)
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• De nuevo los factores meterológicos, sociales y 
administrativos que causan la estacionalidad son estocásticos 
y ésta se puede representar mediante ecuaciones en 
diferencias finitas estocásticas con persistencia cíclica. 

 

•  Cuando este tipo de estacionalidad aparece junto con una 
tendencia estocástica se tiene que una de las raíces unitarias 
del esquema resultante no es sobre el pasado inmediato, sino 
sobre el mismo periodo (estación) del año inmediatamente 
anterior 
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SERIES CON ESTACIONALIDAD ESTOCÁSTICA Y 
TENDENCIA I (1) 

I(1,0) EE 

Tienen oscilaciones locales de nivel estocástico y estacionalidad estocástica: 

 

       (5) 

 

En (5) hay una raíz unitaria (coeficiente de Xt-1 )pero sobre el pasado “estacional” (el 
mismo periodo del año anterior) por lo que la serie es i(1,0) EE 

Tomando una diferencia anual la serie Xt se convierte en estacionaria: 

        

       (6) 

tstt XX  

tsttts XXX  
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OBSERVESE QUE 

]...[ 1211   sttttst XXXXX

En (1):-  Xt-1 recoge el nivel en (t-1): FACTOR 
TENDENCIAL y 

           - el término entre paréntesis [..], 
recoge la suma con signo cambiado de 
crecimiento en los demás puntos estacionales del 
año: FACTOR ESTACIONAL 

(1) señala la obviedad de que todo valor en un pasado algo lejano (t-
s) es igual al valor pasado inmediato (t-1) menos los incrementos 
producidos entre ambos momentos.  

(1) 



La serie Xt tiene tres factores: 
-estacionario Wt 

-tendencial (OLN) Xt-1  
-estacional, término entre 

paréntesis 
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)](...)()[( 1211   stttttt XXXXwX )](...)()[( 1211   stttttt XXXXwX )](...)()[( 1211   stttttt XXXXwX )](...)()[( 1211   stttttt XXXXwX
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SERIES I(1,1)EE 

*ttsttts bXXX   

Estas series tienen una tendencia con crecimiento sistemático en el que el nivel 
es estocástico, pero el crecimiento es determinista. Además tienen 
estacionalidad estocástica: 

 

tst ωbXX t  

Las diferencias anuales: 

 

Son estacionarias pero tienen crecimiento medio ≠ 0 

(7) 

(8) 



Modelo para ΔXt en (7)  

• Hagamos b=s.c. 

• Observese que  

 

 

•  Entonces 

     

]...[ 1211 cXcXcXcXX sttttst  

)](...)()[( 1211 cXcXcXcXwX stttttt  
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SERIES I(2,0)EE 

Tienen crecimiento sistemático con nivel y crecimiento estocásticos. Además la 
estacionalidad es estocástica: 

 

En ellas: 

 

tststt ωXXXX t   )( 11

WtX

IX

EEIX

ts

ts

t







idadestacionalsin  (1,0):

)0,1(:

estacionaria 

(9) 
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Component 
associated 
with trend 

ESTACIONALIDAD ESTOCASTICA Y TENDENCIA 
PLENAMENTE ESTOCASTICA 

• Ahora: 

Component 
associated 

with seasonal 
cycle 

  ,)...( 1

1

1 ttt

s

tt WXXLLXX  



 (28) 

  ,)1()...()1( 1

tt

s

t WXLLLXL   (29) 

tt WXLL
s




)...1(
12 (30) 

tts WXLU   )(1 (31) 

•  (32) se puede escribir como 

 Xt = Xt-1 + Xt-1 - {LUs-1(L)Xt-Xt-1} + Wt. (32’) 

tts WX  (32) 



antoni.espasa@uc3m.es 

También 

 

 
]...[ 1

2

1

2

1   stttst XXXX

Siendo                    el factor de crecimiento, el término entre paréntesis el 
factor estacional 

1 tX

(2) 



TENDENCIA I(2) CON 
ESTACIONALIDAD ESTOCASTICA (EE) 

•            Xt = Xt-1 + (Xt-12 – Xt-13) + Wt . 

• La serie original Xt (o en logs) es I(2,0)EE 

• La serie en primeras diferencias es I(1,0)EE 

• La serie en diferencias anuales es I(1,0)sin 
estacionalidad. 

• La serie con una diferenciación estacional y 
una regular es estacionaria. 
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Serie original I(2,0)EE 
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Transformación logarítmica I(2,0)EE 
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Primeras diferencias de logs, I(1,0)EE 
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Diferencias anuales de logaritmos, 
I(1,0)sin estacionalidad 
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Diferencias regulares y estacionales 
de los logs, I(0) 
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REMOVING TREND AND SEASONALITY 

A Series with local oscillations in levels I(1,0) 

  Xt = Xt-1 + Wt     (33) 

  Xt = Wt      (34) 

B Series with local oscillations in levels and stochastic seasonality I(1,0)SS 

  Xt = Xt-1 - Xt-1 + … + Xt-s + Wt   (35) 

  Xt = Xt-s+ Wt     (36) 

  sXt = Wt      (37) 

C Series with systematic growth in which the growth has a constant mean I(1,1) 

  Xt = Xt-1 + b + Wt     (38) 

  Xt = b + Wt     (39) 

D As (C) with stochastic seasonality I(1,1)SS 

  Xt = Xt-1 + s ·b -  Xt-1 + … + Xt-s + Wt,   (40) 

  Xt = Xt-s + s · b +Wt     (41) 

  sXt = s ·b + Wt     (42) 

E Series with stochastic growth and stochastic seasonality I(2,0)SS 

  Xt = Xt-1 + Xt-1 - {LUs-1 (L) Xt-1 - Xt-1} + Wt  (43) 

  sXt = Wt      (44) 
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CONCLUSION 
• Aplicando diferencias regulares y 

estacionales se elimina la tendencia y 
la estacionalidad. 

• El número y tipo de diferenciaciones 
hay que determinarlo mediante 
contrastes estadísticos. 

• Dado el modelo para Xt se derivan las 
propiedades de sus diferenciaciones. 

    



En el modelo 1 la transformación estacionaria es 

tt WX 2

En el modelo 1 

Xt = Xt-1 + ΔXt-1 + Wt 

Xt es I(2,0) y 

∆Xt es I(1,0). 
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EJEMPLO: MODELO 2 

     t

s

sts

ss aLLXLL   11log1 1

2

21

Transformación Estacionaria: 

)0,2(Iwxlog tts 

Crecimiento sistemático y estacionalidad 

estocástica 

   1stst1tt xlogxlogxlogxlog Senda de 

evolución 

  1111221 stssstststst aaaww  Oscilaciones alrededor 

de la senda de evolución 

ta Innovaciones 
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En el modelo 2 la transformación estacionaria 

es: 

tts WX 

En el modelo 2: 

Xt:  I(2,0) con estacionalidad estocástica 

∆Xt:  I(1,0) con estacionalidad estocástica 

∆sXt:  I(1,0) sin estacionalidad. 

antoni.espasa@uc3m.es 



EJEMPLO: MODELO 1 

  tt
22

21 aXlogLL1 

Transformación estacionaria: 

)0,2(Iwxlog tt
2 

Crecimiento sistemático sin estacionalidad.  

   2t1t1tt xlogxlogxlogxlog Senda de evolución con crecimiento 

sistemático 

  2t21t1 ww Oscilaciones alrededor de la 

senda de evolución 

ta Innovaciones 
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EJEMPLO: MODELO 3 

 
1

1
s

t j j t

j

x b S t L a


   

Transformación 

estacionaria: 


 

s

1j

jj1ttt tSbxxw

 





s

1j

jj1tt tSbbxx Senda de evolución 

1ta   Oscilaciones alrededor de la 

senda de evolución 

ta Innovaciones 

Calcule  b= 1/s bj 

Defina bj
*= bj -b y escriba  

1

1
s

t j j t

j

x b b S t L a



    
Si b es significativamente distinta de cero en el modelo 3, se tiene un crecimiento 

sistemático con una crecimiento medio determinista (b) y factores estacionales 

deterministas (bj*). En otro caso el modelo 3 sólo muestra oscilaciones locales de nivel 

con estacionalidad determinista. 
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En el modelo 3 la transformación estacionaria 

son los residuos Wt de la regresión: 





s

j

tjtjt WSbbX
1

*

En la que se cumple la restricción: 





s

j

jb
1

* 0
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En el modelo 3: 

Xt:  I(1,1) con estacionalidad determinada 

 

∆Xt:  tampoco es estacionaria, pues aunque 

no tiene tendencia tiene estacionalidad 

determinista. 
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REALICESE EL EJERCICIO SOBRE 
PROTOTIPO DE MODELOS DE SERIES 

TEMPORALES REPARTIDO EL VIERNES 
DIA 6 DE NOVIEMBRE 

• Se representan con la terminología  

 

•     I(d,ms)+Estacionalidad (ED o EE) 
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 La transformación estacionaria de una serie 

I(d,ms) se obtiene: 

 

(a)Tomando de diferencias 

(b) Realizando una regresión de ∆dXt  con las 

variables artificiales correspondientes a los 

componentes deterministas  y 

(c) Tomando como transformación estacionaria los 

residuos de dicha represión. 
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2.4 

• CONTRASTES DE RAICE UNITARIAS 
EN LA TENDENCIA. 

• LOS MODELOS ARIMA. SU 
APROXIMACIÓN MEDIANTE 
MODELOS ARI(p,d) CON RETARDOS 
CON PARQUEDAD PARAMETRICA. 
EN SU FORMULACION. 
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•CONTRASTES DE 
RAICES 
UNITARIAS. 
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Referencias. 

• Beveridge y Nelson (1981). 

• Enders, W., 2004, Applied Econometric Time 
Series, Wiley. 
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 Persistencia y raíces 
unitarias. 
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PROPIEDADES DEL POLINOMIO DE MEDIAS 
MÓVILES DE UN PROCESO ARMA O ARIMA 

• Si el proceso es estacionario los coeficientes del polinomio 
tienden a cero. No hay persistencia. 

• Si el proceso es I(1) los coeficientes son la integración de los 
coeficientes del correspondiente proceso en primeras 
diferencias, I(0), por tanto tienden a una constante.  

• En ese caso la variable original incorpora las innovaciones con 
persistencia. 

• Si el proceso es I(2) los coeficientes son la integración de los 
coeficientes del correspondiente proceso I(1), por lo que 
crecen linealmente. 

•  En este caso, la variable original incorpora las innovaciones 
pasadas con una ponderación creciente con la distancia de la 
innovación. (Tiene difícil interpretación) 
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• La representación de medias móviles del 
proceso I (2,0) es:  

 

 

 donde     

  

 Así, la ponderación de una innovación at en 
una variable posterior Xt+j va aumentando 
linealmente, es decir, en los procesos I (2) hay 
ACUMULACION ALEATORIA. 

 

   ,a...)+L+L+(1=X t
2

21t 

c.+
1-jj

 
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 EL CONTRASTE DE RAÍCES UNITARIAS Y 
PERSISTENCIA EN LOS MODELOS I(1). 

 

• La convergencia de los coeficientes      a una 
constante se produce por la presencia de una raíz 
unitaria autorregresiva en el proceso I(1). 

• En la literatura se ha dado gran cobertura a los 
contrastes de raíces unitarias que ha resultado muy 
extensa.  

~
j
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EJERCICIO 

• Calcular la formulación de medias móviles 
infinitas de un proceso integrado de orden 
uno con una estructura estacionaria de 
medias móviles de orden 2. 

• Realice los mismos cálculos pero para el caso 
de un proceso integrado de orden 2 con la 
misma estructura estacionaria anterior. 
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LOS SHOCKS ALEATORIOS QUE SUFREN LOS 
SISTEMAS ECONÓMICOS 

1. ¿Son persistentes? 

2. ¿De dónde proceden? 

Podemos interpretar que son persistentes. (La 

teoría Keynesiana y monetaria se explicaba sobre la base de que 
las desviaciones sobre una tendencia determinista determinada 
por la demanda eran estacionarias.) 

Pero conectarlo a una teoría económica de 
crecimiento endógeno o exógeno no tiene 
fundamento. 
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Teorías económicas de oscilaciones de la 
producción, generadas por perturbaciones de la 
demanda, sobre sendas de crecimiento estables. 

• Teoría Keynesiana tradicional, teoría 
monetaria,… 

• El crecimiento estable se identifica con una 
tendencia determinista. 

• Enfoque muy utilizado hasta Nelson y Plosser 
(1982). 
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Modelos económicos de equilibrio estocástico 

dinámico. 
 

• Nelson y Plosser(1982) encuentran 
persistencia en las tendencias de las variables 
económicas. 

• Se tendieron a asociar con perturbaciones en 
la oferta. 

antoni.espasa@uc3m.es 



Endogeneidad o exogeneidad en el 
crecimiento económico. 

• A) El crecimiento económico depende de un 
progreso técnico exógeno. 

        Posiblemente es casi-determinísta con 
cambios esporádicos de pendiente. 
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B) Crecimiento endógeno 

• Cambios permanentes en las variables de política 
económica generan cambios en la acumulación de 
capital físico y humano que determinan el 
crecimiento económico. 

      Posiblemente estos cambios son más frecuentes 
que los debidos al progreso técnico. 

     Con este enfoque las tendencias tenderían a verse 
como estocásticas: I(1,1) o I(1,1s). 
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EL MODELO I(1,1) Y LAS TEORÍAS 
ECONÓMICAS 

• No tiene fundamento la pretensión de relacionar las 
teorías de crecimiento exógeno con el modelo I(0,2) 
y las de crecimiento endógeno con I(1,1). 

• El progreso tecnológico en los modelos de 
crecimiento exógeno puede formularse como un 
sendero aleatorio y  

• los procesos de acumulación de capital físico y 
humano en los modelos de crecimiento endógeno 
pueden formularse con esquemas lineales.  
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Innovaciones en los modelos univariantes y 
perturbaciones en los sistemas económicos. 

• Hansen y Sargent (1991) : el nexo entre las 
innovaciones univariantes y el origen y 
naturaleza de las “verdaderas perturbaciones” 
que afectan a la economía no está 
fundamentado.   

   Conclusiones sobre estas últimas a partir de 
las primeras pueden ser incorrectas (Cochrane 
1991) 
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Análisis univariante y teoría económica 

• Difícilmente el análisis univariante servirá para discriminar 
una teoría económica sobre otra (Orcutt 1988). 

    (Actualmente se utilizan modelos VAR estructurales para tal 
fin, aunque con frecuencia las conclusiones no pueden 
tomarse como determinantes). 

• Pero el análisis univariante puede poner de relieve 
propiedades en los datos que una teoría económica válida 
tendrá que ser capaz de explicar. 

• Por ejemplo,  

     - la presencia de raíces unitarias o casi unitarias. 
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Análisis univariante y teoría económica 

• Al mismo tiempo, conclusiones teóricas firmes 
orientarán el análisis econométrico hacia 
formulaciones que, estando de acuerdo con 
los datos, no contradigan tales conclusiones. 

• Por ejemplo, las relaciones de equilibrio a  
largo plazo entre variables, la presencia de 
regímenes cambiantes en el tiempo, etc. 
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Relevancia empírica de las teorías 
económicas. 

• Juselius y Franchi (2005) señalan la dificultad de 
obtener tal relevancia ya que los datos son 
incompletos y muy imperfectos. 

    Para ello es necesario casar cuidadosamente las 
hipótesis del modelo teórico con las propiedades 
estadísticas de los datos. 

     Los modelos VAR cointegrados son un buen 
intrumento para ello.   
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Prototipo de modelo univariante para series 
económicas con tendencia. 

El modelo I(1,1s): 

   - Tiene tendencia estocástica suave y con cambios esporádicos 
bruscos. 

   - Capta la incorporación de una raíz unitaria, que es una 
propiedad que se encuentra en muchas series económicas. 

    - Es compatible con la teoría de que el crecimiento revierta a la 
media y que a largo plazo la incertidumbre sobre el mismo 
esté acotada. 

     - Para la predicción es incorrecto ante nuevas segmentaciones 
en el horizonte de la predicción. 
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La descomposición de Beveridge y Nelson 
(1981). 

   Planteamiento estadístico inicial del problema 
de la persistencia: la descomposición de 
Beveridge y Nelson (1981).  

  Distintas estimaciones del estadístico  (1). 
Estadísticos alternativos.  

  Propiedades de la estimación de los estadísticos 
escalares sobre persistencia. La persistencia a 
través de secuencias paramétricas. 
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 Modelo estacionario mediante diferenciación, tiene la representación 
        
        (6.4.1) 
 
 Dado que ψ(1) es distinto de cero, el polinomio de medias móviles en (6.4.1) se 

puede formular, véase apéndice matemático, de la forma 
 
        (6.4.2a) 
 con lo que 
        (6.4.2b) 
 
 A partir de esta formulación Beveridge y Nelson (1981) proponen descomponer el 

proceso {Xt} en dos componentes, uno no estacionario, y por tanto con 
implicaciones a largo plazo, y otro estacionario, sin implicaciones de largo plazo. La 
descomposición de Beveridge y Nelson (1981) es 

         (6.4.3a) 
        
         (6.4.3b) 
        
        (6.4.3c) 
  
donde zt es el componente no estacionario. 

. a(L)+=XL)-(1 tt 

(L)L)-(1+(1)=(L)
*



.a(L)L)-(1+a(1)+=XL)-(1 t

*

tt 

c+z=X ttt

a(1)+z+=z t1-tt 

 ,a(L)=c t

*

t 
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RESUMEN VI.9 

 

 ESTIMACIONES SOBRE LA PERSISTENCIA EN EL PNB DE ESTADOS UNIDOS. 

 

 - Campbell y Mankiw (1987): utilizan modelos univariantes de forma 
reducida y estiman la persistencia en 1.52  

 

 - Watson (1986) y Clark (1987): utilizan modelos univariantes 
estructurales y estiman la persistencia en 0.6.  

   

  * Lippi y Reichlin (1992): demuestran que los modos estructurales 
imponen la restricción ψ(1)< 1.  

 

 -  Cochrane (1988), Diebold y Rudebusch (1989), Miller y Newbold 
(1993), etc. obtienen que la desviación estándar de la persistencia es muy 
elevada.  
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 CONCLUSIÓN: Se reafirma el resultado de 
Cochrane (1988): 

  el parámetro de persistencia ψ(1) no es una 
faceta del proceso estocástico generador de 
una serie temporal que se pueda medir con 
precisión, en el sentido de que se puede exigir 
que cualquier modelo razonable para dicha 
serie la reproduzca. 
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 LA SECUENCIA TEMPORAL DE DEPENDENCIA Y EL 
PARÁMETRO DE PERSISTENCIA. 

 

• El parámetro de persistencia ψ(1) importa en tanto en cuanto 
la secuencia,  , de parámetros en la formulación 
de medias móviles del proceso I(1,1) sobre la variable original 
no tiende a cero sino a una constante c=ψ(1), donde  
ψ(L)=1+ψ1L+... es la secuencia de medias móviles 
correspondiente a la variable diferenciada. 

• Cochrane (1988), Granger (1993), etc. en series temporales 
finitas es imposible distinguir si la secuencia        
tiende muy lentamente a cero o converge a un valor distinto 
de cero. 

 

,...,,1,
21

 ~~

,...,1,
21


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• CONCLUSIÓN: Cochrane (1991) la cuestión de interés 
práctico no es si   , sino el estudio de un 
tramo relativamente largo de la secuencia:                
    

 

- Diebold y Redebusch (1989): utilizando modelos de 
diferenciación fraccional obtienen para el PIB de 
Estados Unidos que los valores de    n superiores a la 
unidad en los cuatro primeros años, a más medio 
plazo toman valores sobre 0´7 y continúan 
disminuyendo en plazos más largos. 

 

(1)
j

 ~

,...,1,
21

 ~~

~ j
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   Contrastes de raíces 
unitarias. 

Referencia básica: Enders 
(2004), Applied Time Series 
Econometrics, Wiley. 

 secciones 4.1 a 4.7 
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 EL CONTRASTE DE RAÍCES UNITARIAS COMO 
CONTRASTE DE PERSISTENCIA EN LOS 

MODELOS I(1,1). 

 

• La convergencia de los coeficientes      a una 
constante se produce por la presencia de una raíz 
unitaria autorregresiva en el proceso I(1,1). 

• En la literatura se ha dado gran cobertura a los 
contrastes de raíces unitarias que ha resultado muy 
extensa.  

~
j
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(1) la distribución asintótica de los estimadores 
correspondientes   

 - no es estándar y   

 - depende de parámetros impertinentes que hacen 
referencia al componente determinista y a los  retardos 
endógenos presentes en el modelo, 

 - con lo que han ido apareciendo diversas tabulaciones de 
las distribuciones asintóticas bajo hipótesis específicas;
  

 

(2) en muestras finitas la aproximación asintótica es mala 

- se producen distorsiones importantes en el tamaño y 
potencia de los contrastes y   

- todo ello ha sido estudiado a través de múltiples 
experimentos de Monte Carlo. 
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CONTRATES DE RAICES UNITARIAS.El 
ESTADÍSTICO DE DICKEY Y FULLER 

• Exposición tomada del libro de Charemza y Deadman (1993) 
5.3. 

• Xt  I(1) 
• Xt =  Xt-1 + t. 
• Procedimiento habitual 
• Xt =  Xt-1 + t.   (1) 
• estimar por MCO, suponiendo que t es un ruido blanco 
• aplicar estadístico t. 
• Problemas: 
• MCO es sesgado en muestras pequeñas. 
• hay que determinar la distribución del estadístico t cuando X 

es I(1). 
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• Procedimiento alternativo. 

– Definir  =  - 1. 

– Ahora de (1) se tiene 

–      (2) 

• ESTADÍSTICO DE DICKEY-FULLER: 

– t: es ruido blanco. 

– H0: X  I (1) 

–  contrastar si  = 0 en (2)  

– H1: X  I(0),   <0. 

X t t   X t -1
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• Problema 

• El estadístico t en (2) no sigue la distribución t-
Student si X  I(1) 

• Si H0 es cierta en (2) 

• regresando I(0)  | estadístico t no tiene  

• regresor I(1)      | distribución asintótica 

•                                      normal. 
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• Solución 

• Al desconocer la distribución se simula. 
Aplicación: 
 

(1) Contrastar  = 0 en (2) 
 Si se rechaza X es I(0) 
 Si no se rechaza  
 

(1) Contrastar  = 0 en (3) 
  X t t   X t-1     (3) 

 Si se rechaza es I(1) 
 Si no se rechaza contrastar con una diferencia más y así 
hasta que se rechace. 
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 La presencia de parámetros 
impertinentes referidos a la 
dinámica estacionaria y a 
componentes deterministas. 
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x Xt t t    1

x t Xt t t            1

 EL MODELO PUEDE TENER COMPONENTES  
DETERMINÍSTICOS. 
 

Tablas específicas 
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• AMPLIACIONES. 

• EL MODELO PUEDE TENER COMPONENTES 
DETERMINÍSTICOS. 

• Tablas específicas 

• PROBLEMA: Si la parte determinística no está bien 
especificada el contraste es erróneo. Los contrastes 
de raíces unitarias sólo valen para casos en que se 
conoce la parte determinística. En la práctica hay que 
realizarlos con distintas especificaciones 
deterministas y los resultados obtenidos pueden no 
ser concluyentes. 
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LA DISTRIBUCION DEL ESTADISTICO 

• Depende  

• 1. de los regresores deterministas y 

• 2. del tamaño de la muestra. 
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ESTADÍSTICO DE DICKEY Y FULLER 
AUMENTADO 

En general, además de raíces unitarias habrá 
dependencia estacionaria con el pasado, que 
se puede aproximar mediante un esquema 
AR(p). 

En tal caso el modelo sobre el que realizar el 
contraste es: 




 
k

j

tjtjtt aXXX
1

1 

donde k = p -1. 

(5) 
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Todo polinomio p (L) se puede representar en una  

parte permanente p(1) y otra transitoria (1-L) *
p-1 (L) 

 




p

kj

 

Así  

 

p (L) =  (1) + *
P-1 (l) (1-L) 

*K =  j. 
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

 

 






K

J 1

(B)t: no es, en general, ruido blanco 

 

p (L) Zt = at   (*) 

p (L) = 1 – L  p-1 (L) 
 (1) – L  *

p-2 (L) (1-L) 
 
 

(1) – L  
*

p-2 (L) (1-L) 
 

*
p-2 (L) (1-L)  

   (4) 

j Xt –j + at  (5),      k= p-2 

p (L) = 1 – L 

p (L) = (1 – L) + L - L  

p (L) = (1 – L) + p (1) L - L 

Así: CONTRASTE DE DICKEY FULLER AUMENTADO: 
 
 
 
 

xT = - xT-1 +  
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LA DISTRIBUCION DEL ESTADISTICO 

• NO DEPENDE de los retardos de la variable. 

• Si el orden autorregresivo empleado (r) es 
menor que el verdadero (p)  los residuos no 
están bien estimados y por tanto el 
estadístico. 

• Si r>p el contraste es válido, pero se reduce su 
potencia. 
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DICKEY Y FULLER CON AIC 

La ecuación (5) anterior requiere determinar 
previamente el valor de p. 

Véase Enders sección 4.7 

Dos posibilidades. 

1.- Empezando la regresión con un retardo alto e ir 
contrastando de arriba abajo si son significativos. 

2.- se estiman modelos con distintos valores de p y 
se escoge uno mediante un criterio de ajuste que 
penalice por el número de parámetros. 
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CONTRASTES DE RAICES UNITARIAS EN SERIES QUE TIENEN 
TRUNCAMIENTOS. 

 

 
• LOS CONSTRASTES Y VALORES CRITICOS DISPONIBLES.  
• Los contrates de raíces unitarias se realizan sobre estadísticos t o F 

de unos determinados parámetros en ciertos modelos de regresión. 
• El problema radica en que las funciones de densidad de dichos 

estadísticos no siguen las distribuciones estándar t o de Fisher y por 
tanto no podemos sacar de ellas valores críticos para realizar los 
contrastes. 

• Los autores que propusieron los contrastes de raíces unitarias eran 
conscientes del problema y mediante procedimientos de simulación 
tabularon las funciones de densidad adecuadas y de ellas se sacan 
los valores críticos para realizar los contrastes. 
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Las funciones de densidad de los estadísticos mencionados 
cambian según sean los componentes deterministas que 

entren en el modelo de regresión 

    constante,  
    tendencia y  
    variables artificiales para tener en cuenta los 

truncamientos. 
 Los autores de los contrastes de raíces unitarias calcularon 

funciones de densidad para los casos en los que no hayan 
elementos deterministas en la regresión, que haya 
solamente una constante o que haya constante y 
tendencia.  

Obviamente para los casos de variables artificiales para 
truncamientos no se calcularon funciones de densidad pues 
estas dependen de los truncamientos concretos de que se 
trate. 
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¿CÓMO PROCEDER CUANDO HAY 

TRUNCAMIENTOS? 
 

• La solución adecuada es que el usuario se 
genera por simulación las funciones de 
densidad correspondientes para su caso 
concreto. Véase Enders (2004). 
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 EVIDENCIA RESULTANTE SOBRE LOS CONTRASTES DE RAÍCES 
UNITARIAS  AUTORREGRESIVAS. 

 

 PROBLEMAS EN LA REALIZACIÓN DE LOS CONTRASTES:  

  Los resultados de estos contrastes pueden ser inválidos si 
no se tratan adecuadamente los posibles componentes 
deterministas en los datos (Campbell y Perron 1991).  

  Así, la creencia de que estos contrastes son útiles 
descansa necesariamente en la presunción de que el analista 
es capaz de especificar previamente los componentes 
deterministas (Cochrane 1991). 
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•  Contrastes frente alternativas 
genéricas y variabilidad 
muestral asociada a los 
contrastes de raíces unitarias. 
Raíces unitarias o raíces 
estacionarias próximas a la 
unidad. 
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INTERVALOS DE CONFIANZA EN LA MAYOR RAÍZ 
AUTORREGRESIVA DE UNA SERIE TEMPORAL:  

  Con frecuencia los datos respaldan que la raíz más alta 
puede ser unitaria, pero es también muy posible que tenga 
valores bastante distantes de uno (Stock 1991).   

  Lo anterior no es específico de los contrastes de raíces 
unitarias, sino algo relativamente común en los contrastes 
frente a una hipótesis alternativa genérica (Gonzalo y Lee 
1996).  

 
  El problema radica que en muestras infinitas una raíz 

exactamente de valor uno representa un universo de 
dimensión temporal infinita radicalmente diferente al 
universo caracterizado por una raíz inferior a uno. 
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 EVIDENCIA DE LA HIPOTESIS NULA DE RAÍZ 
UNITARIA   

  Con gran frecuencia no se rechaza la hipótesis 
nula de raíz unitaria.   

   

  En Schwert (1987) se presenta evidencia 
internacional al respecto.   

   

  Esta es también la interpretación que realizan 
muchos autores cuando dan una visión de síntesis: 
Diebold y Rudebush (1989), Diebold y Nerlove 
(1990), Granger (1993), etc. 
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  SUGERENCIA PRÁCTICA  

  

 (Hamilton 1994): cuando se estima una raíz 
autorregresiva alta, ρ, [(0,9-0,95) < ρ < 1] 
conviene re-estimar el modelo con la restricción 
unitaria. Si ambos resultados son similares utilizar 
la restricción, si no lo son ambas especificaciones 
pueden considerarse incorrectas. 
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 IMPLICACIONES DEL PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA OBSERVACIONAL 

ENTRE PROCESOS ESTACIONARIOS Y PROCESOS INTEGRADOS. 
 
  A través de la proposición de Blough (1992) se puede llegar al 

principio de equivalencia observacional que implica que: para cualquier 
tamaño muestral finito T y dada la especificación de un modelo de raíz 
unitaria, existe una especificación de modelo estacionario para la que la 
probabilidad de que con ella se observe una muestra de tamaño T con la 
que el valor de la función de verosimilitud derivada del modelo con raíz 
unitaria difiera en más de una cantidad η del valor de la función de 
verosimilitud derivada del modelo estacionario es ε, siendo η y ε valores 
tan pequeños como se quiera. 

  
  CONCLUSIÓN: en series temporales finitas existe continuidad entre 

procesos de raíces unitarias y procesos estacionarios. 
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  IMPLICACIONES: 

(1) lo importante no son parámetros escalares 
que recojan las diferencias en el infinito 
entre procesos estacionarios e integrados, 
sino 

(2) estadísticos secuenciales que reflejen la 
dependencia entre las variables del proceso. 

(3) Así, la raíz unitaria es un instrumento que 
resulta útil a la hora de aproximar dichas 
secuencias (Box-Jenkins). 
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    RESUMEN VI.14 
 CRECIMIENTO CUASI-LINEAL EN LAS MAGNITUDES ECONÓMICAS. 
 MODELO PROTOTIPO:   
- con frecuencia es aceptado por los datos y  
- tiene interés teórico. En concreto, en los universos         existe mayor 

campo de acción para las medidas de política económica, ya que pueden 
orientarse a actuar sobre una estructura de crecimiento que ni es inmutable ni 
cambia continuamente. 
 

 UTILIDAD DEL MODELO I(2,0)  
- Las segmentaciones en el modelo          pueden venir generadas por 

causas muy diferentes con esquemas aleatorios muy diversos en cuanto a la 
frecuencia y magnitud de las segmentaciones, con lo que formulación de 
dichos esquemas e incluso la detección de las segmentaciones pueden ser 
tareas muy complejas. En tales casos la aproximación mediante el modelo 
I(2,0) puede resultar útil, principalmente para la predicción. 

- Cuanto menores sean los niveles de agregación funcional, temporal y sobre 
unidades económicas de una determinada magnitud económica más útil 
puede resultar el empleo del modelo I(2,0). 

)I(1,1s

)I(1,1s
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IMPLICACIONES  

   

  (A) El tipo de modelo univariante estimado para una 
misma magnitud económica a diferentes niveles de 
agregación puede tener una caracterización I(d,m) distinta 
aunque mantengan el mismo orden polinomial tendencial. Tal 
hecho no debe contemplarse necesariamente como 
contradictorio.  

   

  (b) En el análisis econométrico sobre variables     , la 
teoría sobre cointegración debe ampliarse a la teoría de co-
truncamiento.  

)I(1,1s
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  (c) Los esquemas aleatorios sobre la 
segmentación en los modelos    en 
general pueden implicar que la esperanza 
matemática de la pendiente del componente 
de tendencia sea una constante. En tales 
casos se garantiza la reversión a la media en 
la variable en primeras diferencias. Pero tal 
propiedad teórica puede tener un interés 
práctico muy limitado ya que dicha esperanza 
matemática puede ser imposible de estimar 
en muestras finitas. 

 

)I(1,1s
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•RAICES UNIARIAS 
ESTACIONALES 
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CONTRASTE DE RAICES UNITARIAS 
ESTACIONALES 

El operador ∆s tiene s raices. 
En el contrate de Dickey y Fuller para raíces 

estacionales, se contrasta que todas las s raíces son 
unitarias. 

Se trata de contrastar si en 
Xt = s Xt-s + at , 

s es la unidad. 
Para ello se formula: 

∆sXt = δs Xt-s + at, 
donde δ = -1 y se contrasta si  es 0. 
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Test of Osborne et al. 
Prof. Antoni Espasa 

. 
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El test de Osborn et al (1988) para 
diferencias regulares y estacionales. 

• Para determinar el orden de integración de 
una determinada serie, , uso el test de Osborn 
et al (1988). La regresión del test tiene la 
forma: 

 

 

• donde     es una variable estacional que toma 
valor uno en el mes k y cero en el resto de los 
meses y  es un término de error. 
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TEST DE RAÍCES UNITARIAS OCSB 
(Osborn, Chu, Smith, Birchenhall; 1988) 

Ecuación del test para una serie mensual: 

 









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12
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Se selecciona el orden p para el modelo de la ecuación anterior mediante el 

criterio AIC, escogiendo aquel que presente menor valor en este criterio. 
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Se contrasta la hipótesis conjunta de la presencia de raíz regular y estacional 

mediante el contraste: β1=β2=0  

 

Si este contraste rechaza la hipótesis nula, se procede a realizar los contrastes 

individuales sobre β1=0 y sobre β2=0 para determinar la presencia de sólo una 

raíz regular o sólo una raíz estacional. 

 

Los valores críticos al 5% para β1=0, β2=0 y el test F de β1=β2=0 son 

respectivamente - 2.10,  -5.67 y 18.34 y los valores críticos de los mismos 

tests al 1% son  -2.78  -6.37  y 22.93. 

 

Se recomienda calcular el AIC para un total de 14 modelos diferentes: 

 

- 14 modelos desde p=0 hasta p=14, manteniendo siempre el retardo 12. Si al 

final no es significativo se eliminará. 

  

TEST DE RAÍCES UNITARIAS OCSB 
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La hipótesis nula de que la 
variable  contiene una diferencia 

estacional y una regular 
 Implica que β1 y β2 son cero. 

Se puede contrastar mediante un 
estadístico F tal y como sugieren Osborn 
et al (1988). 

El estadístico no sigue la distribución 
estándar. 
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La hipótesis es que sólo haya una 
diferencia regular 

• Esta hipótesis está representada en la 
ecuación (1) por β1 = 0 y β2 <0       .  

 Osborn et al (1988) sugieren el uso de 
estadísticos t. Pero no tienen la distribución 
estándar. 
Si en (1) β1 es cero y β2 no, ello implica que 
ΔΔ12 Xt y ΔXt-12 tienen el mismo orden de 
integración y, por tanto, necesariamente el 
de ΔXt-12 , con lo que Xt es I(1). 



La hipótesis de que el proceso requiera tan solo una 
diferencia anual 

•  Está recogida en la ecuación (1) con β2 = 0 y 

     β1 < 0. 

     Se contrasta mediante un estadístico t, cuya 
distribución no es la estándar.  

Si en (1) β2 es cero y β1 no, ello implica que ΔΔ12 
Xt y Δ12Xt tienen el mismo orden de integración y, 
por tanto, necesariamente el de Δ12Xt , con lo que 
Xt es I(1) con estacionalidad estocástica. 
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EJEMPLO SERIE IPI MENSUAL 
(1996:01 – 2008:12) 

 

Se selecciona el modelo con p=7 + j=12 como el que presenta el menor AIC. 

   
Dependent Variable: DD12   

Method: Least Squares   

Date: 03/17/11   Time: 14:56   

Sample: 1996M01 2008M12   

Included observations: 156   
     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     D1 0.030816 0.012835 2.400949 0.0177 

D2 0.009769 0.011352 0.860532 0.3910 

D3 0.033511 0.013167 2.545077 0.0121 

D4 -0.028522 0.013528 -2.108399 0.0369 

D5 0.039344 0.013184 2.984177 0.0034 

D6 0.001772 0.011249 0.157501 0.8751 

D7 0.005399 0.011207 0.481769 0.6308 

D8 -0.234401 0.046147 -5.079398 0.0000 

D9 0.223212 0.041954 5.320371 0.0000 

D10 0.018280 0.011911 1.534694 0.1272 

D11 -0.015585 0.011197 -1.391973 0.1662 

D12 -0.077242 0.016806 -4.596153 0.0000 

BETA1 -0.079033 0.114395 -0.690874 0.4908 

BETA2 -0.558399 0.102626 -5.441107 0.0000 

D(LIPI(-1),1,12) -0.797163 0.138249 -5.766141 0.0000 

D(LIPI(-2),1,12) -0.617393 0.154816 -3.987923 0.0001 

D(LIPI(-3),1,12) -0.115120 0.162933 -0.706547 0.4811 

D(LIPI(-4),1,12) 0.181498 0.160187 1.133037 0.2592 

D(LIPI(-5),1,12) 0.399218 0.153169 2.606385 0.0102 

D(LIPI(-6),1,12) 0.467998 0.128335 3.646679 0.0004 

D(LIPI(-7),1,12) 0.244460 0.082855 2.950446 0.0037 

D(LIPI(-12),1,12) 0.205741 0.072098 2.853637 0.0050 
     
     R-squared 0.722708     Mean dependent var -0.000804 

Adjusted R-squared 0.679252     S.D. dependent var 0.069608 

S.E. of regression 0.039422     Akaike info criterion -3.498950 

Sum squared resid 0.208249     Schwarz criterion -3.068842 

Log likelihood 294.9181     Hannan-Quinn criter. -3.324259 

Durbin-Watson stat 2.209984    
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EJEMPLO SERIE IPI MENSUAL 
(1996:01 – 2008:12) 

 

Los resultados del contraste de hipótesis sobre β1=β2=0 son los siguientes: 

    
    Test Statistic Value   df     Probability 
    
    F-statistic 15.39562 (2, 134)   0.0000 

Chi-square 30.79125 2   0.0000 
    
    

 El valor del estadístico F es inferior al valor crítico al 5% por lo que no se 

rechaza la hipótesis nula. 

 

Se concluye que la serie requiere tanto una diferencia regular como una 

estacional.  

antoni.espasa@uc3m.es 



• Para determinar el orden de integración de 
una determinada serie, , uso el test de Osborn 
et al (1988). La regresión del test tiene la 
forma: 

 

 

• donde   es una variable estacional que toma 
valor uno en el mes k y cero en el resto de los 
meses y  es un término de error. 
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• Bajo la hipótesis nula la variable  contiene una 
diferencia estacional y una regular,            y esta 
hipótesis se puede contrastar mediante un 
estadístico F tal y como sugieren Osborn et al (1988). 
Una alternativa a esta hipótesis es que sólo haya una 
diferencia regular, esta hipótesis está representada 
en la ecuación (1) por            y     . Una segunda 
alternativa es que el proceso requiera tan solo una 
diferencia anual, que está capturado en la ecuación 
(1) por     y          . Osborn et al (1988) sugieren el uso 
de estadísticos t para         y       para contrastar estas 
dos posibilidades. 

021  

01 

02  01 

02 

02 01 
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EJEMPLO PREPARADO POR JUAN DE DIOS 
TENA 

• La siguiente tabla muestra el resultado de los 
tests para las 20 series desagregadas del IPC 
USA. De forma adicional, en la cuarta columna 
de esta tabla he incluido un test F Standard 
para contrastar la posibilidad de 
estacionalidad determinista en la ecuación 1. 
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Contraste de Osborn et al (1988) para 20 series desagregadas del IPC USA  
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Table. OCSB Seasonal unit root tests results. 

 
1 2 2,1F

sF lags 

S1,t -1.35 -13.84 (**) 108.65 (**) 112.34 (**) 7 

S2,t 1.02 -12.36 (**) 93.08 (**) 108.41 (**) 8 

S3,t 1.51 -9.03 (**) 44.23 (**) 5.20 (**) 0 

S4,t 0.66 -13.26 (**) 95.92 (**) 6.76 (**) 2 

S5,t -0.61 -10.29 (**) 57.89 (**) 7.86 (**) 2 

I1,t 1.76 -11.02 (**) 65.63 (**) 9.61 (**) 0 

I2,t 3.33 -11.51 (**) 71.61 (**) 1.63 0 

I3,t 0.81 -5.53  20.30 (*) 0.66 7 

I4,t 0.36 -8.66 (**) 43.81 (**) 3.87(**) 11 

A1,t 1.48 -10.87 (**) 68.10 (**) 6.17 (**) 9 

A2,t 0.97 -13.72 (**) 102.94(**) 3.12 (**) 2 

A3,t 0.69 -14.39 (**) 112.39 (**) 2.78 (**) 1 

A4,t 2.09 -12.72 (**) 89.10 (**) 4.91 (**) 3 

A5,t 0.19 -13.10 (**) 93.15 (**) 3.58 (**) 1 

A6,t -1.45 -13.67 (**) 101.03 (**) 6.32 (**) 0 

A7,t 1.76 -13.42 (**) 100.60(**) 13.79 (**) 4 

E1,t 0.99 -13.45 (**) 105.16 (**) 3.84 (**) 10 

E2,t -0.27 -14.33 (**) 111.49 (**) 3.57 (**) 1 

E3,t 0.39 -8.86(**) 44.13 (**) 7.18 (**) 5 

E4,t 0.63 -7.04(**) 29.61 (**) 2.60 (**) 12 

Notes: (1) is the F statistic to test for the significance of seasonal dummies. * indicates the null hypothesis of zero coefficient(s)in Equation (1) is rejected at the 
5% significance level; ** indicates the null hypothesis of zero coefficient(s)in Equation (1) is rejected at the 5% significance level. The critical values of Rodrigues 
and Osborn (1997) are used.  antoni.espasa@uc3m.es 



CONTRASTES INDIVIDUALES DE LOS DIFERENTES 
PARES DE RAICES UNITARIAS COMPLEJAS 

Hylleberg et al.(1990) 

antoni.espasa@uc3m.es 



PARSIMONIOUS LONG LAGS 

•RETARDOS LARGOS 
FORMULADOS CON 
PARQUEDAD 
PARAMETRICA 
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PARSIMONIUOS LONG LAGS 

•   Supóngase que  wt is ΔXt. 

•   Las restricciones se obtienen utilizando que 

•   Δm = (1-Lm)= (1-L)(1+L+L2+L3+…Lm-1). 

•   Así α ΔmXt-1 =α(1+L+L2+…Lm-1)(1-L) Xt-1=α[wt-1+ wt-2 +…+ wt-m]. 
Por lo tanto con solo un coeficiente α se pueden captar retardos del 
1 al m, restringidos a que todos tengan el mismo coeficiente. 
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•PROPUESTA 
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•    Then the general restricted AR structure from which it could be of 
interest to select a more parsimonious AR model could be one with the 
following lags: 

1,2,3,12 on ΔXt [ generating the regressors Δ Xt-1, Δ Xt-2 , Δ Xt-3 and 
Δ Xt-12. 

All these lags have free coefficients 

4-6 on Δ3Xt-4[ generating the regressors Δ Xt-4, Δ Xt-5 and Δ Xt-6]. 
These three lags are restricted to have the same coefficient. 

7-11 on Δ5Xt-7[ generating the regressors Δ Xt-7 to Δ Xt-11] 
These five lags are restricted to have the same coefficient. 
In cases could also be interested to include 

the lag 13 on Δ12Xt-13. 
Try all possible combinations and select the model with less AIC . 

 
At lest try with lags 1,2,3,12 on ΔXt. 
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ΔΔ12Xt 

PLL when the stationary variable is 

•  The same procedure as before applies, but the 
restricted general model includes lags on 

ΔΔ12Xt(1,2,3, and 12), 

•  Δ3Δ12Xt-4(4-6), 

•  Δ5Δ12Xt-7(7-11). 
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CONSTRUCCION DE MODELOS 
UNIVARIANTES POR EL 

PROCEDIMIENTO DE LO GENERAL A LO 
PARTICULAR 

• TRADICIONALMENTE: 

Se ha utilizado la metodología Box-Jenkins 
basada en  
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Metodología Box-Jenkins 
• El analista a partir de la FAC y de FACP 

determinaba si la FAC (1) tenía punto de corte o 
(2) no lo tenía y concluía que : 

•  (1) el proceso era MA –con orden q determinado 
por el corte en la FAC 

• (2) que era un proceso AR, con orden p 
determinado por el corte de la FACP o 

          que era un proceso ARMA si la FACP no tenía 
corte. 

Los procesos ARMA se determinaban muy mal por 
el problema de factores comunes.  
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DE LO GENERAL A LO PARTICULAR 
• El rigor en una secuencia de contrastes estadísticos 

requiere partir de un modelo general y desde é l ir 
contrastando si para una muestra concreta el modelo se 
puede restringir a uno más reducido (particular).  

• Para poderlo aplicar se formula el modelo ARIMA como 
un modelo ARI. 

• Se contrastan las raíces unitarias y se formula un modelo 
AR sobre la transformación estacionaria. 

• Fijando un número  relativamente alto de retardos y las 
correspondientes restricciones por PLL entre ellos se 
aplica el procedimiento AUTOMETRICS para que 
seleccione un modelo para la muestra utilizada.   
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2.5 

•Análisis de residuos.  

•Anális de intervención. 

• Tratamiento de 
observaciones 
discordantes. 

antoni.espasa@uc3m.es 



•ANALISIS DE 
RESIDUOS. 
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INTERVENTION ANALYSIS 
• General dynamic theory for dummy variables. 

– Many times it is observed that in some moments, 
the series we analyse presents rough important 
movements, that are not possible to capture 
attending to the regular behaviour of the data. 
• These movements are not well explained by linear 

ARIMA models. 

– To solve this problem we introduce the use of 
dummy variables and the intervention analysis 
technique. 
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INTERVENTION ANALYSIS 
• Utility of intervention analysis. 

– The intervention analysis is useful to explain outliers in time 
series with known cause but difficult to cuantify. 

• Errors in the construction of the published figures. 

• Changes in the time series definition. 

• Special economic interventions or changes in law. 

• Extraordinary events (strikes, international     conflicts, 
…) 

• Public holidays that change along the year, and may 
affect the seasonal scheme. 

• Economic crises. 
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MAIN TYPES FOR DUMMY VARIABLES 

• Let us describe the main dummy variables that 
are useful to describe extrange events. 

•    Impulse: it is always zero except  in 

the moment F where it takes  the value 1. 

•    Step: it is zero before F and 1  

 afterwards. 

•    Trend: it is zero before F and  

 from that moment it takes the  

 values 1, 2, 3, 4, ... 
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MAIN FILTERS FOR DUMMY VARIABLES 

• Filters on impulse variables. 

 

(a) w (L) It
F = (w0 + w1 L + … + ws L

s) It
F 

 and it implies to extend the effect of the impact for s+1 periods. 

 These filters do not impose any structure in the effects. 

 

(w0 + w1L) It
F (w0 + w1L + w2L

2 + w3L
3 +w4L

4) It
F 

 0 if  t  F 
It

F = 
 1 if  t = F 
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MAIN FILTERS FOR DUMMY VARIABLES 

(b) F

tI
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In this case the effects of an intervention are extended over time with a 

structure determined by the parameter .  

Example of an intervention the way 

 

F

tI
L

w

1

0

Effects of an intervention 

usually disappear on time, so it 

is common to impose || < 1. 
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MAIN FILTERS FOR DUMMY VARIABLES 

• Filters on step variables. 

 

Steps are used to model interventions wiht a permanent character. 

(a) (w0 + w1 L + w2 L2  + … + wsL
s) St

F 

 The effect begins in moment F and is prolongued up to F + s. 

 The total effect of the event is  

 w0 + w1 + … + ws. 

 

 0 if  t < F 
St

F = 
 1 if  t  F 
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MAIN FILTERS FOR DUMMY VARIABLES 

(b) F

tS
L

w

1
0

This kind of filter allows for a longer effect on time. 

There are restrictions imposed on components. 

Total effect: 

1

1
0w
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MODEL SPECIFICATION WITH INTERVENTION 

ANALYSIS 

• Make a regression between the 

differenced data and the dummy variables 

of the intervention analysis. 

 

• Take the residuals from the regression. 

 

• Analyze the ACF and the PACF and 

specify an ARMA model. 
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EXAMPLES 
• Changes in the Spanish employment survey: 

– 1999 change in the survey methodology. 
• The Spanish Statistical Office (INE) did not measure the 

impact. 

• By intervention analysis we estimate it as an increase around 
200,000 employments (in a total increase of 600,000 
employments) basically in the services sector. 

– Intervention included in the ARIMA model for services 
employment..  

(w0) LS9901 = 0.001 LS9901 

LS9901 =  0 if  t < 99-01 

  1 if  t  99-1 
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EXAMPLES 
• Changes in the Spanish employment survey 

(2) 

– 2000, change in the population distribution 
used to construct the survey. 

• The Spanish Statistical Office (INE) measured 
exactly the impact of the change in 77,500 new 
employments (72,200 in the services sector). 

• We imposed in our model for the employment in 
services an intervetion analysis for this amount. 
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COMENTARIO GENERAL SOBRE LOS 
MODELOS UNIVARIANTES 

 Espasa ,A., 2005,“Box-Jenkins Analysis” in “An 
Eponymous Dictionary of Economics :a Guide to  
Laws and Theorems Named after Economists” 
Segura,J. y Rodriguez Braun C. (editors).  
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Autometrics (Hendry [A]). Modelling 
from general to specific by Automatic 

Modelling Methods.  
Problemas en análisis de datos: 
 amplio número de variables (normalmente no estacionarias y con 

rupturas),  
selección de variables,  
formulación de clases de modelos,  
condicionalización sobre variables,  
Posibles no linealidades, 
contrastación, 
 estimación,  
análisis de resíduos. 
Un número excesivo de aspectos para la mente humana. 
 



 Orígenes: estrategia “de lo General a lo Particular” 

(GETS) desarrollada por David Hendry (enfoque LSE) 

 Hoover y Pérez (1999): gran aumento de la potencia 

de cálculo de una versión automática del enfoque GETS 

impulsado por Hendry. 

   Autometrics es la última versión de una serie de 

mejoras en el algoritmo de Hoover y Pérez (1999) 

  

Autometrics 



Autometrics 

Seis características principales de Autometrics: 

1. Modelo general no restringido (GUM) 

2. Multiple path search (cada variable insignificante define una senda 

de reducción, el algoritmo considera todss las sendas posibles) 

3. Encompassing ("backtesting con respecto a la GUM”), modelos 

reducidos deben “encompass” al GUM. 

4. Contrastes de diagnóstico: cuando la reducción no pasa una batería 

de contrastes, se descarta y la siguiente reducción es considerada 

5. Desempate: cuando hay múltiples modelos finales válidos, se 

utiliza el BIC. 

6.  Puede manejar más variables que observaciones 



Autometrics: fundamento teórico 

Dos nociones centrales: 

  Costos de inferencia (variabilidad del muestreo, 

errores tipo I y II).  Está presente incluso cuando el 

modelo inicial es el correcto, pero se desconoce que es 

el verdadero 

  Costos de búsqueda: surgen cuando el modelo 

inicial es más general que lo necesario 

  Son sorprendentemente pequeños en relación con 

los costos de inferencia. La razón principal: la 

consideración de todas las posibles trayectorias de 

reducción. 



Costos de búsqueda 

 GETS es consistente, bajo algunas condiciones, la 

probabilidad de seleccionar la ecuación del DGP  

tiende a 1. 

 El multiple testing no tiene lugar la frecuencia 

global de retención de variables irrelevantes, cuando 

hay N-k irrelevantes, es (N-k) α 



Comportamiento en pequeñas 
muestras 

 Sobreajuste (sesgo a la baja en sigma): no se produce 

  Frecuencia de retención bajo la nula: no hay 

desviaciones sustanciales de (N-k) α 

  Frecuencia de retención promedio de variables 

relevantes: el impacto de la adición de variables 

irrelevantes es pequeño 

  Probabilidad de localizar el DGP cuando se parte de 

él, pero se procede como si fuera el GUM: depende de 

la estrategia, y puede ser baja en algunas situaciones. 



 Tradicionalmente, los procedimientos para detectar múltiples valores 

atípicos han seguido un procedimiento secuencial:  incluyendo 

variables artificiales (una a una) y seleccionando el modelo con el 

máximo (mínimo) estadístico t (suma de cuadrado residuos) asociados 

con la variable artificial. Una vez que se selecciona una fecha, el 

procedimiento se repite hasta que no se encuentran observaciones 

atípicas. 

  Esta práctica tiene varios inconvenientes: cambios de nivel pueden 

ser identificados erróneamente como “innovative”, las estimaciones 

iniciales de los parámetros son sesgadas, y cuando los valores atípicos 

aparecen en secuancias el procedimiento podría fallar fácilmente. 

 Posible solución: regresiones “saturadas” (procedimiento general a lo 

específico) 

Impulse Indicator Saturation - IIS 



IIS, cómo funciona 

 Se incluyen T indicadores djt = 1[j=t]  for j=1,…T (un indicador 

para cada observación), en el modelo de regresión. Ya que un 

ajuste perfecto resultaría en un modelo de este tipo, los 

indicadores deben ser incluidos en grupos. 

  En la forma más simple esto se hace en tres pasos. 

i. Se incluyen sólo la mitad de los indicadores y se anotan 

los que son estadísticamente significativos a un nivel de 

significación predeterminado. 

ii. los T / 2 primeros indicadores se eliminan y se incluyen 

los de las observaciones restantes. 

iii. Se incluyen los indicadores significativos en cada paso y 

los que son no significativa se quitan. 



 Propiedades asintóticas: derivadas por Johansen y 

Nielsen (2009) para procesos autorregresivos estacionarios 

bajo la hipótesis nula de que no hay valores atípicos. 

 La pérdida de eficiencia debido al contraste de T 

indicadores es casi inexistente para bajos niveles de 

significación. En el caso de no haya valores atípicos y con α 

= 1 / T, el procedimiento retiene, en promedio, sólo un 

indicador. 

 Esto tiene el efecto insignificante de perder sola 

observación. 

IIS, propiedades 



 Teoría asintótica bajo la presencia de valores atípicos no 

está disponible. Ha sido estudiada mediante experimentos 

Monte Carlo (véase, por ejemplo et.al Castillo, 2012) 

 

 Resultados de simulación muestran que Autometrics con 

IIS se desempeña bien en la selección de las variables y la 

detección de outliers para todos especificaciones 

consideradas. 

IIS 



 Se definen los indicadores de escalones como la 

acumulación inversa de los indicadores de impulsos a 

(otras formas podrían ser utilizados, sin impacto bajo la 

hipótesis nula de que no hay quiebres) 

  Se aplica el mismo procedimiento de “mitades” que en 

IIS pero incluyendo los indicadores de escalón. 

 Tiene las mismas propiedades bajo la hipótesis nula que 

IIS. 

Extension aSIS 



Diferencias importantes respecto a IIS: 

 Los regresores ya no son ortogonales. 

  Para un solo quiebre se requieren dos indicadores 

  El cambio puede afectar a ambas mitades. Luego, en la 

práctica (la hipótesis nula puede ser falsa), el porcedimineto de 

“mitades” no es suficiente y se requiere una búsqueda más 

compleja. 

Extension aSIS 



 Un grupo de impulsos de la misma magnitud es equivalente 

a un cambio de nivel, IIS puede, en teoría, ser utilizado para 

detectar cambios de nivel. Sin embargo SIS tiene mayor 

potencia para detectar el cambio y es preferido. 

  Del mismo modo, un solo impulso se puede modelar como 

dos escalones consecutivos, pero IIS tiene mayor potencia. 

 Super saturation (IIS + SIS) por lo general lo hacer mejor 

que IIS o SIS solos. 

IIS + SIS 


